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In the present notes, we study the visibility problem, frequently called orchard prob-
lem, due to G P6lya. We explain here the concept of the problem and mathematical 
contributions for solving it from the viewpoint of Diophantine approximation, based 
on Minkowski's convex body theorem. We employ Mathematica to see the phenom-
ena which happen in behaviors of the line of sight in the orchard. We also discuss the 
condition of P6lya's solution. 
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が1924年に初版を執筆した演習書Problemsand Theorems in Analysisの第1巻[1] (第1巻
の原本は GrundlehrenMath. Wissenschaften 193巻第2巻の原本は同じく 216巻として刊
行されており，その加筆修正版の 1976/1978年の英訳本）における第8部第5章 151ページ






本として著された A.Yaglom & I.Yaglom [14]による問題集においても紹介されたが，そこで
は古典的定理である Minkowskiの第一凸体定理[6][12]の応用による解答が与えられている．ま
43
たR.Honsberger [4]による数学の入門書 MathematicalGemsでは， H.F. Blichfeldtの補題を
用いた証明（本質的にはMinkowskiの凸体定理と同じ考察）が述べられ，広く知られるものと
なった．

















の外側が見えるような正の実数を pとおく． この pをRを用いて表せ．
?
0 0 





1 (1) r >ーならば，原点 0からどの方向を見ても，木にさえぎられて果樹園の外側を見ること
R 
はできない．



























互いに接するのでrくーとして良い．また R= 1,2のときは自明なのでR2: 3として良い．
r= — +E くーを満たすように正実数€をとる．半径 R の円周上の点 P および，果樹園である円
R 2 
0の中心0に関し Pと点紅野な点P'をとり，点Pにおける円0の接線FPG,点P'における円
0の接線DP'Eを叩 =P'E=評＝団， DE=EG =~+E を満たすようにとる． このとき
DEGFは長方形すなわち凸集合であり，その面積は2Rx (-+ E) = 4 + 2RE > 4 =汐を満たす．
R 
Minkowskiの第一凸体定理より，長方形DEGF内には点0とは異なる格子点が存在する．その













B(R -1, l)C(R, 1) ． 
果樹園内の 2点A(l,0), B(R-1, 1)を考え，果樹園の中心0から，果樹園外の点C(R,1)へ
の半直線OCをかく.2点A,Bはともに半直線OCからの距離が等しい．その距離を 6とする．
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(1)果樹園の半径Rを正実数とする．入 EZを，互いに素な 2個の正整数の 2乗の和すなわち，
a, b E Z>o, gcd(a, b) = 1,入＝心＋ザと表されるような正整数で，はじめて入＞炉となる数




















原点0と点P(x,y)を通る半直線と，その半直線の上側と下側に存在する格子点(x',y'), (x", y") 
を
y y y y 
->ー，ーくーを満たすようにとる．半直線とこれらの点との距離r',r"はそれぞれ
x'x x" x 
, ly'x -x'yl y'x -x'y 
r = = 
#+y2 #+y2 
r" = 
lx"y -y"xl x"y-y"x 
＝ #+y2 #+y2 
となる.gcd(x, y) = 1より，半直線から最も近い点 (x',y'), (x", y")について，
y'x -x'y = +1 
x"y-y"x = +1 
となるので，その 2点と半直線の距離は














えられたr'(=r")に等しく，特に， (x',y'), (x", y")も解である．
ここで
Q :<; X1 < X 
0 :<;y" < y 
(5a) 
(5b) 
となる 2点(x',y'), (x", y")について考える.(kx + x', ky + y'), (kx + x", ky + y")の形の点
のうち， 0:S x'< x, 0 :Sy" < yにはそれぞれちょうど一つの点しか存在しないことが分かる．
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R+ I v'R2+l ＜ であることに注意しよう.pく ならば「見える」という条件はP6lyaR+l 















匹 巳囚丑巨回曰 巴 写巨已l
． 
(} 
図 1:r < i v'"W+I のときの果樹園 図 2:r >責のときの果樹園
図1, 図2はR=lOの場合に，それぞれの木の半径がr=-< r=->ーと
3 1 











図 3:3-dimensional case 
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5 Related Number Theoretical Questions 
木の半径が0であっても視線が日指す点より前の格子点にぶつかれば，果樹園の外は見えな
いと考えられる． このことをもう少し詳しく見てみよう．以下正整数のみを考える．
格子点 (m1,m2, ・ ・ , mn) E口が gcd(m1,m2, ・ ・ , mn) = 1を満たす場合は，その格子点へ
の視線は，それよりも前の格子点に邪魔されない．
従って，先の Allenの考察にもあったように，整数が互いに素という条件を考えることが必
須である．さてここで 2個の正整数m1,m2がgcd(m1,rゅ） = 1となる Asymptoticdensity 
(Q→ CX)のときの漸近的な平均位数）はどのような数であろうかという問題を考えてみよう．
これは即ち， Q以下の互いに素な正整数座標を持つ格子点 (m1,m2) E Z2: gcd(m1,m叫=1, 
1 :;m1 :; Q, 1 :;m2さQに原点からひいた線分の個数は何本であろうか， という考察である．
これは整数論で古くから知られていることなのである [3][8][9].
一般に Q以下の n個の正整数がgcd(m1,m2, ・ ・ , mn) = 1となる個数に対し， Q→ CX)とし
たときのAsymptoticdensityを求めてみよう．
まずm1血 2ENを0::;m1 :; Q, 1 :;m2 :; Qを満たすものとする．
凡＝｛閂E(Q I O :;~::::; 1, 0さm1:; Q, 1 :;m2 :; Q}とおく．
恥は分子も分母も 1以上 Qまでとした既約分数の集合 U{O}である.FQの個数を数えて
Q→ 00のときの極限を考えよう．恥は FareySequence (Farey数列）と呼ばれるものであり，
連分数やディオファントス近似論では古くからおなじみの概念である．分栂を止めてカウントす
る点がポイントである．
まず， Farey数列FQ内の連続2分数を竺く［とすると be-ad= lが成立することが知られ
b d 
ている [12].既約分数の個数 #FQのAsymptoticdensityは下記で与えられる．
定理 (J.Sylvester, D. N. Lehmer, around 1900, [3]) 
既約分数の個数 #F に対し ＃凡 3Q Q2 召 (Q→ o). 











Definition 3 (Euler function, Mobius function) 
<p(m) :=「m と互いに素な 1以上m以下の整数の個数」
MObiw function 1,(n)~{~ i; ~ 数pに対しP'lm)
(-l)k (Piは互いに異なる素数でn= P1P2・ ・ ・Pk) 
下記は，オイラー関数を扱うにあたり重要な反転公式である．メビウス関数の面目躍如であろう．
Lemma 1 
(i) m =江（り） = Lcp(d) 
dim dim 
(i) cp(m) = m Lμ し~) = L d'μ(d) 
dim dd'=m 
では簡単に Corollary1の証明の概略を述べよう．
Proof of Corollary 1互いに素な 2正整数の組数は<l>(Q):= cp(l) +・・・十cp(Q)で与えられる．
3Q2 




<I>(Q) = I: 心止
d 
m=l dim 
= L d'μ(d) + L d'μ(d) +・・・十 L d'μ(d) 
dd'=l dd1=2 dd'=Q 
= L d'μ(d) 
dd宅Q
[Q/d] 




<I>(Q) =互μ(d)Ed'~) i~µ(d) o~r +げ］）
＝；名μ(d){誓 +o(~)}=討名誓+o(心）
1 00μ(d) 0 1 
＝ぅQ2L d2 + O(Q2 L d2) + O(QlogQ) 
d=l Q+l 








(A) L d'= N(N +l) N2 +N 2 = 2 
d'=l 
および
(B)ふ=IT(l-p―s) = I(1 +μ(p)p―s +μ(p2)p―2s + ..) 
p p 
00 







(C)~ μ(d) [~] 2 
～言 e(d)笠 ~Q't'~) +o (心り
= (~:) + O(Q) 
Q (D)~µ(d) 旦] =μ(l)[Q] +μ(2) [り］＋十μ(Q)[名］
=0 い (1+~+-··+~) +Q) 
= O(QlogQ). 
3Q2 






lim <I>(Q) =~= 1 
Q→00収Q(Q+ 1) 召く(2)
から Corollary1が従う．
これは原点から互いに素な正整数座標を持つ格子点 (m1,m2) E Z汽gcd(m1,m2) = 1,
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